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Abstract. The article is devoted to the study of a system of two inhomogeneous Fredholm integral equations of the first 
kind with two required functions depending on one variable. Integral equations describe the restoration of a blurred image, 
production costs, etc. Fredholm integral equations with one desired function have been considered in many works, but 
relatively few works have been devoted to systems of such equations. The questions of stability for the solution of systems 
and the construction of a regularizing system of equations were investigated, but the solution was not constructed in an 
explicit form. In this paper, the kernels depend on two variables. The case is considered: in the kernels and 
inhomogeneities, the variables are separated in the equations; these functions are decomposed on the basis of two 
functions on the interval of integration. Examples of basic functions are given. A condition is determined under which 
the system has a unique solution in the chosen basis, formulated as a theorem. The solution is found in the form of an 
expansion in this basis. To illustrate the results obtained, an example is considered 
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Аннотация. Статья посвящена изучению системы двух неоднородных интегральных уравнений 
Фредгольма первого рода с двумя искомыми функциями, зависящими от одной переменной. 
Интегральными уравнениями описывается восстановление размытого изображения, издержки 
производства и т.д. Интегральные уравнения Фредгольма с одной искомой функцией рассматривались 
в многих работах, но системам таких уравнений посвящено сравнительно мало работ. Исследовались 
вопросы устойчивости для решения систем и построения регуляризирующей системы уравнений, но 
решение в явном виде не строилось. В настоящей работе ядра зависят от двух переменных. 
Рассматривается случай: в ядрах и неоднородностях в уравнениях разделены переменные; эти функции 
раскладываются по базису из двух функций на интервале интегрирования. Приводятся примеры 
базисных функций. Определено условие, при котором система имеет единственное решение в 
выбранном базисе, сформулированное в виде теоремы. Найдено решение в виде разложения по 
данному базису. Для иллюстрации полученных результатов рассматривается пример. 
 
Ключевые слова: система интегральных уравнений Фредгольма, первый род, базис из двух функций, 
решение, единственность, формула, пример  
 
 

1. Введение   

Рассматривается система линейных интегральных уравнений Фредгольма первого 

рода: 

𝐾 𝑥, 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝐾 𝑥, 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝑓 𝑥 , (1) 

𝐾 𝑥, 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝐾 𝑥, 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝑓 𝑥 , (2) 

где заданы непрерывные по совокупности переменных в прямоугольнике Π 𝑋 𝑋, где 𝑋

𝑎; 𝑏 , функции 𝐾 𝑥, 𝑠 , непрерывные функции 𝑓 𝑥  в 𝑋, 𝑖, 𝑗 1,2. Функции 𝐾 𝑥, 𝑠  

называются ядрами.  
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Под решением системы (1), (2) подразумеваются функции 𝑦 𝑥 , 𝑖 1,2, непрерывные 

в 𝑋 и удовлетворяющие (1), (2) в 𝑋. 

Актуальность темы связана с большим количеством приложений интегральных 

уравнений Фредгольма: ими описывается, например, восстановление размытого изображения 

[1], издержки производства [2] и т.д. 

В работах [3], [4] (на конечном и бесконечном проиежутке интегрирования 

соответственно) для систем линейных интегральных уравнений Фредгольма построены 

регуляризирующие системы уравнений в пространстве интегрируемых с квадратом функций 

и получены оценки устойчивости для решений систем, но решение в явном виде не 

находилось. 

Настоящая работа является логическим продолжением работы [5] автора этой статьи. 

Здесь все заданные функции полагаются разложенными по заданному базису из двух функций. 

Искомое решение системы находится также в виде разложения по этому базису. Приводится 

иллюстрирующий пример. 

2. О базисных функциях 

Пусть 𝐻 ℎ 𝑥 , ℎ 𝑥  – базис на множестве 𝑌 и 𝑊 𝑥  – вронскиан, построенный с 

помощью этих функций [6]: 

𝑊 𝑥 det
ℎ 𝑥 ℎ 𝑥
ℎ 𝑥 ℎ 𝑥

. 

Лемма. Последовательность функций 𝐻 образует базис в 𝑌 тогда и только тогда, когда 

𝑊 𝑥 0 при каждом 𝑥 ∈ 𝑌. 

Пример. Например, следующие последовательности функций образуют базис на 

множестве 𝑌: 

а  ℎ 𝑥 𝑥,       ℎ 𝑥 𝑥 , 𝑌 0; 1 ; 

б  ℎ 𝑥 sin 𝑥,  ℎ 𝑥 cos 𝑥, 𝑌 ℝ; 

в  ℎ 𝑥 𝑒 ,   ℎ 𝑥 𝑒 , 𝑌 ℝ, 

где a,b – произвольные вещественные постоянные.  

Проверим это для последовательности а). Действительно, в силу леммы, имеем: 

𝑊 𝑥 det 𝑥 𝑥
1 2𝑥

𝑥 0, 𝑥 ∈ 𝑌. 

3. Решение системы (1), (2) 

Перейдем к решению системы (1), (2).  

Наложим следующее условие. 
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Условие 1. Все заданные функции разложены по базису 𝐻 на множестве 𝑋: 

𝐾 𝑥, 𝑠 𝐾 𝑠 ℎ 𝑥 𝐾 𝑠 ℎ 𝑥 , 

𝑓 𝑥 𝑓 ℎ 𝑥 𝑓 ℎ 𝑥 , 𝑖, 𝑗 1,2 

(3) 

(здесь 𝑓 , 𝑓  – постоянные). 

Тогда подстановка (3) в (1) приводит к равенствам: 

ℎ 𝑥 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 ℎ 𝑥 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠  

ℎ 𝑥 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 ℎ 𝑥 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝑓 ℎ 𝑥 𝑓 ℎ 𝑥 . 

Приравняв коэффициенты при базисных функциях 𝐻, получим систему: 

𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝑓 , 

𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝑓 . 

(4) 

Теперь, подставив (3) в (2), получим систему: 

ℎ 𝑥 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 ℎ 𝑥 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠  

ℎ 𝑥 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 ℎ 𝑥 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝑓 ℎ 𝑥 𝑓 ℎ 𝑥 . 

Приравнивание коэффициентов при базисных функциях приводит к системе: 

𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝑓 , 

𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝐾 𝑠 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝑓 . 

(5) 

Далее, рассматривается система (4), (5). Разложим искомые функции по базису 𝐻: 
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𝑦 𝑥 𝑦 ℎ 𝑥 𝑦 ℎ 𝑥 ,   𝑖 1,2. (6) 

Постоянные 𝑦 , 𝑦  надлежит вычислить. В обозначении: 

𝑀 𝐾 𝑠 ℎ 𝑠 𝑑𝑠 (7) 

подстановка (6) в (4), (5) влечет следующую систему с четырьмя неизвестными: 

𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑓 , 

𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑓 , 

𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑓 , 

𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑀 𝑦 𝑓 . 

(8) 

Составим определитель Δ, составленный из коэффициентов в левой части (8) 

Δ det

⎝

⎜⎜
⎛

𝑀 𝑀 𝑀 𝑀

𝑀 𝑀 𝑀 𝑀

𝑀

𝑀

𝑀

𝑀

𝑀

𝑀

𝑀

𝑀 ⎠

⎟⎟
⎞

, (9) 

и определители Δ , полученные из Δ заменой столбцов из свободных членов 

𝑓 𝑓 𝑓 𝑓  следующим образом: в Δ  заменяется первый столбец, в Δ  ‒ 

второй столбец, в Δ  ‒ третий столбец, в Δ  ‒ четвертый столбец.  

Наложим следующее условие. 

Условие 2. 

Δ 0. 

Тогда система (8) имеет единственное решение, определяемое по формулам [7]: 

𝑦
Δ
Δ

,   𝑖, 𝑗 1,2. (10) 

Тем самым, получен следующий результат. 

Теорема. Пусть выполнены условия 1, 2. Тогда система (1), (2) имеет единственное 

решение в базисе 𝐻, определяемое по формулам (6), (10), (8), (9). 

4. Пример 

Найти решение системы в базисе 𝑥 , 𝑥 на 0; 1  
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3𝑥 2𝑠𝑥 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 2𝑥 3𝑠𝑥 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝑥 2𝑥, 

𝑥 3𝑠𝑥 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 3𝑥 𝑠𝑥 𝑦 𝑠 𝑑𝑠 𝑥 4𝑥. 

(11) 

В п.2 было установлено, что система функций  

ℎ 𝑥 𝑥 ,   ℎ 𝑥 𝑥, 

образует базис на 0; 1 . 

Далее, 

𝐾 𝑥, 𝑠 3𝑥 2𝑠𝑥,   𝐾 𝑥, 𝑠 2𝑥 3𝑠𝑥, 

𝐾 𝑥, 𝑠 𝑥 3𝑠𝑥,   𝐾 𝑥, 𝑠 3𝑥 𝑠𝑥, 

𝑓 𝑥 𝑥 2𝑥, 𝑓 𝑥 𝑥 4𝑥. 

Применим результаты теоремы из п.3. Условие 1 имеет место. Проверим выполнение 

условия 2. Действительно, вычисления показывают, что  

Δ 49/5184 0. 

Это означает, что решение системы (11) в данном базисе единственно. Оно определяется 

формулами 

𝑦 𝑥 48𝑥
222

7
𝑥,      𝑦 𝑥

120
7

𝑥 12𝑥. 
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