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Аннотация. В работе получены аналитические зависимости для расчета длины кривых контакта 

валков, протяженностей зон скольжения и прилипания и углов, определяющие положение точек 

разделения этих зон.  Выявлено, что зоны скольжения асимптотически уменьшаются до нуля с 

увеличением угла наклона материала к линии центров. Установлено, что увеличение радиусов 

валков и проекции внешних сил на ось ординат и уменьшение проекции внешних сил на ось 

абсцисс приводит к увеличению зоны скольжения и уменьшению зоны прилипания.  
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1. Введение  

Одним из наиболее экономичных и универсальных видов машин, используемых 

во многих отраслях промышленности при выполнении различных технологических 

процессов, являются валковые машины. Любой технологический процесс в валковых  

машинах осуществляется в их основном рабочем органе – в двухвалковом модуле, в 

результате контактного  взаимодействия обрабатываемого  материала  с  парами валков. 

В связи с этим проблемы совершенствования существующих и разработки новых 

валковых машин и реализуемых в них технологических процессов тесно связаны с 

явлениями контактного взаимодействия обрабатываемого материала с парами валков. 

В двухвалковых модулях контактные взаимодействия обрабатываемого 

материала с парами валков происходят по кривым контакта валков. Форма кривых 

контакта каждого валка двухвалкового   модуля   определяет   зону контакта этого валка 

с обрабатываемым материалом. 

В работах [1-4] разработаны различные модели формы кривых контакта валков. 

В двухвалковых модулях технологических машин диаметры валков, линейное 

давление, скорость машины, твердость и толщина покрытия валков, толщина 

обрабатываемого материала и другие показатели сказываются, прежде всего, на ширине 

площадки контакта валков (длине кривых контакта валков) и удельном давлении, и уже 

через них на свойствах технологического процесса. Причем, удельное давление 

характеризуется величиной   линейного давления, отнесенной к длине кривых контакта 

валка [5]. Поэтому в теории контактного взаимодействия в двухвалковых модулях 

особое значение имеет форма и длина контактной линии. 

Известно достаточно много работ [5-8], посвященных экспериментальному 

изучению ширины зоны контакта валков, на основе которых получены 

экспериментальные и теоретико-экспериментальные эмпирические формулы ширины 

зоны контакта валков. Анализ литературы показал, что отсутствует теоретическая 

модель ширины зоны контакта валков. 

На кривых контакта каждого валка двухвалкового модуля имеются в общем 

случае три разные по кинематике зоны – скольжения отставания, прилипания и 
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скольжения опережения.  При  этом  зону  прилипания от зон скольжения разделяют две 

точки. Величины протяженностей зон скольжения и прилипания, а также углов, 

определяющих положение точек разделения зоны прилипания от зон скольжения, имеют 

важные значения в решении задач контактного взаимодействия в двухвалковых модулях. 

Анализ показал, что определение этих величин осуществляется только 

экспериментальными методами. 

Исходя из выше сказанного, в данной работе рассматривается задача определения 

длины кривых контакта валков, протяженностей зон скольжения и прилипания и углов, 

определяющих положение точек разделения этих зон.  

2. Методы 

Рассмотрим двухвалковый модуль, в котором  валки расположены  относительно   

вертикали с наклоном вправо на угол  , и имеют  неравные   радиусы   )( 21 RR  ,  и 

эластичные покрытия из материалов с различными жесткостями толщиной )( 21 HH   и 

коэффициентами трения )( 21 ff  . Обрабатываемый материал имеет равномерную 

толщину 
1
 , и подан к валкам с наклоном вниз под углом 1  к оси Oy (к линии центров) 

(рис. 1) 

 

Рисунок 1.  Схема взаимодействия в двухвалковом модуле. 
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Рассмотрим взаимодействие слоя материала с нижним валком. Кривая контакта 

нижнего )1( =i  валка состоит из участков сжатия )1( =j  и восстановления )2( =j  (рис. 

1). Точки участка сжатия нижнего валка определяются полярными координатами 11r  и 

11 , а точки участка восстановления ‒ 12r  и 12 .  

Согласно [1] форма кривой контакта нижнего валка определяется системой 

уравнений:  













=++














+

+
+

+
=

=++−










+

+
+

+
=

12

122
2,1212

12

212

1212

1212

1
12

11

111
11111

11

111
1111

1111

1
11

,0,
)cos(

)cos(
1

1

,0)(,
)cos(

)cos(
1

1

























k
k

R
r

k
k

R
r

           (1)    

где ,
)sin(

)sin(

12111

2111111
11





−

+
=

m

Hn
k  ,

)sin(

)sin(

22222

2212112
12





−

+
=

m

Hn
k  1211, – соотношение скоростей 

относительных деформаций эластичного покрытия нижнего валка и обрабатываемого 

материала при сжатии и восстановлении, соответственно. Здесь −1211,nn  коэффициенты 

упрочнения эластичного покрытия нижнего валка при сжатии и восстановлении, 

соответственно; −21,mm  коэффициенты упрочнения обрабатываемого материала при 

сжатии и восстановлении, соответственно.   

Как следует из системы уравнений (1), форма кривой контакта валка, в первую 

очередь, зависит от контактных углов. Контактные углы находят по геометрическим 

условиям деформационного состояния в двухвалковом модуле и оцениваются 

условиями захвата [9]. 
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Длину контактной линии нижнего валка на участке сжатия определяем по 

формуле 
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Преобразуем формулу (4) с учетом выражения 11
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В формуле (5) угол  
11

   определяет податливость покрытия нижнего валка и слоя 

материала. В зависимости от податливости контактирующих тел, 11  может быть 

изменена в пределах ];0[ 111  + , то есть 

.0 11111  +  

Для двух предельных положений угла 11  соответствует два предельных 

расположения контактной линии валка.  Когда   011 = , тогда покрытие валка не 

деформируется (рис. 1).  Поэтому контактная линия будет частью окружности с 

радиусами 
1

R  и определяется уравнениям 111 Rr = . Когда 11111  += , тогда слой 

материала не деформируется (рис. 2). В этом случае контактная линия нижнего валка 

будет частью прямой, являющейся продолжением нижней поверхности слоя и 

определяется уравнением  .
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Считаем, что    
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Дифференцируя первое уравнение системы (1), имеем 
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или после подстановки  11с   из равенства (9) 
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После подстановки этого выражения в равенство (5) и интегрируя его, получим 

часть длины контактной линии нижнего валка, находящуюся на участке сжатия:   
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Раскладываем логарифмическую функцию в ряд, и с учетом 1)sin( 111 + , 

ограничиваемся ее первым двучленом.  
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Тогда имеем  
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Аналогично, находим длину контактной линии нижнего валка, находящейся на 

участке восстановления:   
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Аналогично определяем длину контактной линии верхнего валка   
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Пусть оба валка рассматриваемого двухвалкового модуля - приводные. Тогда в  

Рисунок 2. Схема расположения угла  11  
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кривой контакта нижнего валка имеются зоны скольжения отставания 31AA , прилипания 

43 AA  и скольжения опережения  
24 AA .   Зона   прилипания   состоит из двух участков, 

где участок KA3  находится на участке сжатия, а участок −4KA  восстановления (рис. 1). 

Пусть точки 1M   и  2M  одновременно входят в контакт в начальной  точке 
1A , из 

которых  1M  принадлежит покрытию нижнего валка, а −2M  обрабатываемому 

материалу. Входя в зону контакта валков, точка 
2M  начинает отставать от точки 1M , на 

угол отставания )( 1111  + .  

В конце зоны отставания угол равняется ))(( 3131111  +−= , где −13 угол, 

отделяющий зону скольжения отставания от зоны прилипания. Тогда точка 2M  входит 

в зону прилипания с опозданием на угол 11 , которое сохраняется до выхода из неё. Зона 

прилипания кончается в точке )( 4144  +A , где −14  угол, отделяющий зону прилипания 

от зоны скольжения опережения. Входя в зону скольжения опережения с отставанием 

11 , точка 2M  начинает опережать точку 1M  на угол опережения )( 1212  + . В конце 

зоны контакта нижнего валка, угол, определяющий расстояние между точками 
1M  и  

2M  

на кривой контакта валка, равняется величине || 1112  − , где   )( 2121212  += . 

Пусть абсолютные скорости точек 1M  и 2M , соответственно, в11v


 и оv11


.  

Величину относительной скорости отставания обрабатываемого материала по 

поверхности   контакта нижнего валка можно представить в виде [12]: 

).cos( 1111

2

11

2

111отн  −+−+= mvrrv                               (15) 

Подставим в это равенство выражения 1111, r  и 11r  из уравнений (1), (6), (7) и 

после преобразований имеем 

−








+
+

+
+

+
=

)cos(

1

)(cos

1
)cos(

1 1111

21111111

1111

11
1







k

k

R
v абс  

)))(1cos(( 1111  +−− mvm
. 



Современные инновации, системы и технологии // 
Modern Innovations, Systems and Technologies  

2022; 2(2) 
https://www.oajmist.com 

  

0109  
 

Подставив в это равенство значение 11c  из выражения (9) и введя допущения  

2

)()1(
1)))(1cos((

2

11

2

11
1111




+−
−+−

m
m , имеем 

−








+
+

+
+

+
=

)cos(

1

)(cos

1
)cos(

1 1111

21111111

1111

1
1





k

k

R
v абс  












+−

+
−−

))((2

)(
1

2

11

2

11

2

11

2

11





aa
vm

,                                              (16)  

где   )cos(1 1111111

2

11  ++= ka . 

Относительное смещение точки слоя материала по поверхности контакта   зоны    

скольжения    отставания    может   быть   определено   по формуле [12]: 


+−

+−

+=

)(

)(

11

1

11
отс1

13

111

)(








d
v

S . 

Подставив в выражение абсv  из уравнения (16), интегрируем при  const=
m

v ,  и 

после подстановки пределов получим выражение, определяющее величину отставания 

 )(
1

))cos(1(
1311

11

111

11111

11111111
отс1 








−







 +








−

+

++
= mv

k

kR
S .              (17) 

С другой стороны, из  рис.1 следует, что 

11

1111

11111111
11

)(

)(

2

11

2

11отс1
1

))cos(1(11313

313










k

kR
drrS

+

++
=+= 

++−

+−

.             (18)     

Сравнивая два выражения для 
отс1

S ,  определяем  угол отставания в нижнем валке, 

имеем 

).(
))cos(1(

)1(
1 1311

111111111

1111

11 



 −




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



++

+
−=

kR

kvm                        (19) 

Величину отставания и угол опережения в нижнем валке определяем аналогично. 

Они имеет вид 
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)(
1

))cos(1(
1412

12

212

11212

21212122
оп1 








−







 +








−

+

++
= mv

k

kR
S ,                 (20) 

).(
))cos(1(

)1(
1 1412

212121211

1212
12 




 −









++

+
−=

kR

kvm                         (21) 

Таким образом, в конце зоны отставания точки слоя материала отстоят от точки 

нижнего покрытия валка на угол 11 , определяемый по формуле (19), и входят в зону 

прилипания с опозданием на угол 11 , который сохраняется до выхода из неё. В зоне 

опережения эта точка, опережая точку нижнего покрытия валка, выходит из зоны 

контакта валка, и расстояние между точками, соответствующими точкам слоя материала 

и покрытия нижнего валка, будет равно величине || 1112  − , где угол 12 , определяется 

по формуле (21). 

Значения углов  13   и  14   зависят от расположения нейтральной точки, где 

касательная напряжения равняется нулю.  

Известно [7], что касательные напряжения для нижнего валка рассматриваемого 

двухвалкового модуля определяются уравнениями: 

,0)(),(cos
)cos(

)cos(
1 111111111111

11

111
1111

*
1

++−+−+








+

+
−= 




tgBt

m

          (22) 

,0),(cos
)cos(

)cos(
1 212121121212

12

212

1212

*
2





+++−+











+

+
−= tgBt

m

     (23) 

где ;
1

1
1

Q

F
arctg=  −1F проекции горизонтальной реакции и сила тяжести нижнего валка 

на ось Ox , −1Q  проекции сила давления прижимного устройства  и сила тяжести 

нижнего валка на ось Oy . 

В приводном валке нейтральная точка находится на участке сжатия зоны 

прилипания [2].    

Тогда из уравнения (22) находим 
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1

1

111

1111111
15

))cos(1(

Q

Fk






+

++
= .                                        (24) 

Углы 13  и 14  могут быть приняты как ,
2

1511
13




+
=  

2

1512
14




+
=  [2],  

с учетом их, выражения (17), (18), (20) и (21), примут вид 

2

)(

1

))cos(1( 1511
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11111

11111111
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





 −







 +








−

+

++
= mv

k

kR
S ,                      (25) 
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

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


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


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.
2

)(

))cos(1(

)1(
1 1512

212121211

1212

21







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



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+
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Согласно рис. 1, протяженность зоны прилипания определяется формулой 

),( 11оот11пп опSSll +−=                                             (29) 

здесь величины опSSl 21оот1 ,,  определяются по формулам (11), (25) и (26). 

Аналогично формулам  (25) - (28) определяем величины и углы  отставания и 

опережения в верхнем валке 

,
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,
2

)(

))cos(1(

)1(
1 2522

222222222
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где 
2

2

222

2222222
25

))cos(1(

Q

Fk






++
= , −2F проекции горизонтальной реакции и силы   

тяжести  верхнего   валка на ось Ox ; −2Q  проекции  силы давления прижимного 

устройства и силы тяжести верхнего  валка на ось Oy . 

3. Результаты 

Получены аналитические зависимости для расчета длины кривых контакта 

валков, протяженностей зон скольжения и прилипания и углов, определяющих 

положение точек разделения этих зон.  

Выявлено, что в конце зоны отставания точки слоя материала отстоят от точек 

нижнего покрытия валка на угол 11 , определяемый по формуле (19), и входят в зону 

прилипания с опозданием на угол 11 , который сохраняется до выхода из неё. В зоне 

опережения эта точка, опережая точку нижнего покрытия валка, выходит из зоны 

контакта валка, и расстояние между точками, соответствующими точкам слоя материала 

и покрытия нижнего валка, будет определяться величиной || 1112  − , где угол 12 , 

определяется по формуле (21). 

4.  Выводы 

Анализ расчетов протяженностей зон скольжения отсS , опS  и ппl  по формулам 

(25), (26) и (29) показал: 

• зоны скольжения асимптотически уменьшаются до нуля с увеличением угла 

наклона материала к линии центров; 

• увеличение радиусов валков и проекции внешних сил на ось Oy  приводит к 

увеличению зоны скольжения и уменьшению зоны прилипания; 

• уменьшение проекции внешних сил на ось Ox  приводит к увеличению зоны 

скольжения и уменьшению зоны прилипания. 
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